Esercizi preparati e in parte svolti martedi 20.

"
lim <1 + >
n—00 n

Soluzione: Per a =1 il limite € e; se a # 1 osserviamo che da 2 < (14 1/n)" < e segue che

nocfl 1 e 1 " na71 nocfl
2 <|1+-— = 1+ - <e
n n

.. pet a-1 N
Per a > 1 le successioni e” e 2" tendono a 400, e questo e il limite cercato; per a > 1 le due
successioni hanno un esponente che tende a 0, ed entrambe hanno limite 1, e il limite ¢ 1.

. Calcolare

al variare di o > 0

. Calcolare la parte principale ripetto a x per x — 0% di f(z) = eVT e VE 9,

Soluzione: Usare direttamente il limite notevole non funziona; notando che
VT _q ?
VT4 VI 2= VE(VE 41 —2eVF) = VE(eVE —1)2 = V" ) 2
N
otteniamo che la parte principale di f(x) & x.

. Studiare la successione definita per ricorrenza da

ag = a>0
n41 = 2+1an pern >0

Soluzione: Da a > 0 segue per induzione che a,, > 0 per ogni n.
Studiamo la monotonia, cercando condizioni affinché sia a,, < a,11.

an < —a2+2a,-1<0

2+ a,

ai+2an—1:0<:>an:—1—\/§ o) an:—1+\/§
da cui
Un < Gpy1 <= 0<a, <V2-1

Cerchiamo di vedere se )

<V2-1
24+ ay,

an<\f271:>an+1:

Quindi
3—2+2
> 3-2v2 V21
V2-1
per cui i termini della successione (per o > 0 diversa da /2 — 1) sono alternativamente maggiori e minori

di V2 — 1; ne segue che se ap = o & minore di tale valore, tutti i termini di indici pari saranno minori.
Scriviamo la relazione ricorrente che produce la successione b,, = as,, dei termini di posto pari:

<V2-1= (V2-1a,>3-2V2 = a,

2+an,

bo = a>0
) 7 1 2+,
ntl T 2+ 25— 5+20b,
Monotonia: 94 b
+ by,
b, < — = =22 +4b, —2<0
"< 5¥20, nt &0 —2<



2 42b,—1=0<=b,=-1-v2 o b,=-1+2

da cui
by <bpi1 <= 0<b,<vV2-1

Cerchiamo di vedere se 94
by, 2-1 bpp1 = ———— 2—-1
<V2-1= by LTI V2
Quindi
2+ b,

oy <V2-1+= (2V2-3)b, >T—-5V2+= (3—2V2)b, <527

che equivale a

5vV2 -7 5
n<m_(5\/§—7)(3+2x/§)—\/§ 1

Quindi, se & < /2 — 1 si ha per ogni n
A< <by=asn <bpp1 =aon4e < < V21

la successione b,, € crescente e ha un limite £ finito, che verifica

0 2+4
5424
per cui £ = v/2 — 1; d’altra parte
1 1
li nt1 = i = = v2-1
n1—>Holo 42n+1 nl—>H;o 2+bn \/§_|_1

e quindi a, — V2 — 1; analogamente se o > /2 — 1.

. Calcolare la, parte principale rispetto a 2 per £ — 0 di sen? z + 1 — cos z.

Soluzione: La parte principale di sen? z & z2, la parte principale di 1 —cosz & £ 22. Non ¢’& cancellazione
’ 2 ’

e quindi la risposta ¢ %xQ.

. Trovare la parte principale di f(z) = 23 sen® — gsen(32),
Soluzione:

93 sen z—sen(3 )

f(’l}) — 25611(3 z) (23 senz—sen(3x) 1) _ QSEH(SI) (3 sen o — sen(3 :L'))

3 senz —sen(3x)

Il primo fattore tende a 1; per il secondo si ha

93 sen z—sen(3x) _ 1 elog2 (3 senz—sen(3z)) __ 1

= log 2
3senz —sen(3x)  log2(3 senx —sen(3x)) 8

che tende a log 2. Per il terzo fattore si ha

sen(3x) = senx cos(2x) + cos(x) sen(2x) =
= senx cos’xz —sen’z + 2 senx cos®z =
= 3senz cos’z —senz =3 senxz — 4 sen® z

da cui
3 sen® z

3senz —sen(3x) =4 sen” x = 43

3

per cui la parte principale di f(x) ¢ data da 4 log 2 3.



6. Data la successione definita per ricorrenza da

Qg = «
ay = g
1
2

Unt2 = 5 (an+ any1) per n >0

dimostrare che a,, € limitata e che converge; determinarne il limite.

Soluzione: Prima osservazione: se sommiamo ¢ ad « e a 8 la successione che otteniamo si ottiene dalla
precedente per una traslazione di ¢; possiamo ridurci al caso con « = 0 e § = 8 — . Notiamo che

Uy < Opp1==0p < Gpy2 < Apt1==0pn < Ap42 < Gp43 < Ap41

e che
1
Ap42 — Qp41 = 5 (an + an—i—l) — Qnp41 = _5 (an+1 - an)
per cui
(="

Up4+1 — Ap = on (al - G’O)

e quindi an41 — an, — 0.
Se ag = 0 < a; = f avremo

Qan < A2p+1; Q2n < A2p42,  2p43 < A2p41

per cui la successione e limitata, la sottosuccessione degli indici pari cresce ed ha un limite finito £ mentre
la sottosuccessione degli indici dispari decresce ed ha un limite finito che coincide con ¢ per quanto visto
sopra. Se ag = 0 > a; = [, la successione as, sara decrescente e la successione ag,41 sara crescente, e
convergeranno allo stesso limite. Per calcolare il limite, notiamo che

n—1 n—1 h
1
an = ao+ (a1 — ag) + (a2 — ar) + -+ + (an — an_1) = ao + »_ (ant1 — an) = ag + (a1 — ap) (—>
h=0 h=0

Per cui

da cui

2 2
lim an:§ﬁ oppure onrg(ﬁfoz) se a#£ 0

n—oo

7. Calcolare massimo e minimo limite di f(z) = arccos(cos =) per = — 0.

Soluzione: La funzione arccosz assume valori in [0, 7]; vale 0 quando il suo argomento vale 1 e dunque

quando
1

V2km

per k intero non nullo, e vale m quando il suo argomento vale —1 e dunque quando

1
— =2km, xz==%
x

1
—=Q2k+1)7m, z2=t—F——m——mee
2 ( ) 2k+1)7

Quindi su ogni intorno di 0 il massimo di f(z) & 7 e il minimo ¢ 0 e dumque

maxlim f(z) =7, minlim f(z) =0
z—0 z—0

8. Sappiamo che se a, — ¢; e b, — {5 allora anche le successioni a,, + b, e a, b, convergono (e i limiti sono
rispettivamente £1 + fo e £1 3).
Possiamo dire che se a,, + b, e a, b, convergono allora convergono anche a,, e b,? E se si sa che a,, < 0,7



Soluzione: Sia a,, = (—1)" e b, = (—1)"*!; la somma ¢ identicamente 0 e il prodotto & sempre -1, per cui
tali limiti esistono mentre le successioni a,, e b, non hanno limite.
Chiamiamo s, = a, + b, e p, = a, b,; allora

{an,bp}={z R : xQ—Snx—i—pn:O}:{

Sn /82 —4pn}
2

Con la condizione aggiuntiva che a,, < b,, otteniamo che

Sn — /52 —4pa b St sz —4pn
n

an = 9 , = 9
dove s2 —4p, = (an+bn)?>—4a, b, = (a,—b,)? > 0, per cui se s, — S e p, — P, sard ancora S?—4 P >0
e
. S —V52-4P . S+VS2—-4P
lim an:f, lim bn:f
n—oo n—oo

9. Dire se esiste il limite per + — +oo di f(z) = (z — [2])[¥], e in caso contrario calcolare il massimo e il
minimo limite. Si determinino poi due successioni s,, € t,, in modo che

f(sp) = minlim f(z), f(t,) — maxlim f(x)

r— 400 r—+o0

Soluzione: La funzione assume valori in [0, 1); su ogni intervallo [n, n+1) la funzione & monotona crescente,
assume il minimo, 0, nel primo estremo e tende ad 1 per x — n + 1. Quindi I'estremo superiore su ogni
semiretta [a,+00) & 1 e lestremo inferiore, che & anche minimo, & 0, per cui

e f@) =0, maxin flo) =1

Nei termini della successione s, = n la funzione assume il valore del minimo limite; per trovare t, €
[n,n+1) prendo ¢, =n+ 1 — -Lin modo che [t,] =ne

f(tn)—<n+11an>"_(11a)"%1
n n

e per questo ¢ necessario e sufficiente che sia « > 1, per esempio o = 2.
10. Data una successione x,, reale tale che z,42 — x,, = 0, dimostrare che

. Tpt+1 — T
lim =°ti—-=n
n—oo n

=0.
Soluzione: Applichiamo il teorema di Cesaro nella forma
. . T
Se lim x,41 —z, ={ allora lim — =/¢.
n—oo n—oo N

separatamente alle successioni z9,, € x2,41. L’ipotesi dice che

. . X2 . . Ton41
lim z9,40 — 29, = 0= lim = -9, lim 9,43 — 22p41 = 0= lim T =0
n—o00 n—oo N n—oo n—oo n
e quindi ne deduciamo che
. €2 . Ton+1 . x . Tn+1 . Tp+1 — T
lim 22% — lim —2"*L 0 —  lim % = lm "t -0 — lim LT



11.

12.

Ordinare in modo crescente rispetto all’ordine i seguenti infiniti (per x — 400)
3, a?, 20, 270, g°

Soluzione: .

lim

Tk = +00
rx——4oco I

per ogni @ > 1 e per ogni k € N; quindi 22 ha ordine inferiore a 2% che ha ordine inferiore a 3% che ha
ordine inferiore a x*.

2
27 27)* 2T\
lim — = lim (2%) = lim <) = +00

z—+oo ¥ z—+oo 7T T—+00 T

perché la base tende a +00 ed € quindi definitivamente maggiore di 2; quindi gli infiniti in ordine crescente
sono
2 x x T z2
z©, 2, 3", x2¥, 2

Ordinare in modo crescente rispetto all’ordine i seguenti infinitesimi (per x — 07)

z logx , o’z sen(m) , logcos?z, x'/?
Soluzione: N N Y Y
o SR g, ) me o, T
z—0+ T z—0+ L T z—0+ T

1%12

per cui sen(y757) ¢ infinitesima dello stesso ordine di x.

log(1 +cosx—1) 1 —cosx
logcos?z = 2logcosz = —2 g ) z?
cost — 1 x2
e quindi log cos? x ha come parte principale —z2.
1
im 2-%% _ jim log(z) = —oc0
z—0t x z—0t
per cui z logx ha ordine inferiore ad x, mentre
%
lim &% — Jim — =0
z—0+ x z—0+ log x

per cui z/log? z ha ordine superiore a . Confrontando x log x con z'/2 si ha

z logx

lim ——~ = lim 2'/%?logz = lim ylog(y?) = lim 2ylog(y) = 0
c—0+t  xl/? z—0t & y—0+ Y g(y ) y—0t Y g(y)
e quindi z'/2 ha l’ordine pitt basso. Per confrontare log%x con log cos? z posso confrontarlo con z2:
iy
1
lim 2 = lim s = 0
z—0+ T z—0t x log”x
e quindi 22 (e dunque log cos® ) ha ordine maggiore.
Quindi, in ordine di infinitesimo crescente, abbiamo
1/2 z z 2
z/“, xlogx, sen——, —5—, logcos“z
s 14 a2 log? x &



13. Calcolare il limite

14.

15.

16.

Soluzione: Da

per ogni n segue che

n? n

G+ [aE)T] o’ (2”>”
D N

e quindi il limite proposto & +oc.

Calcolare i seguenti limiti
1

. (1 —cosx) sen =
lim ——=¢
x—0 x

. senz®/? —log(l +22) +x/z
lim
w0+ arctg 23/2 4 22

log(1 4 2¢”
lim 108U +2¢)

T—00 V14 22

Soluzione: Per il primo limite: la funzione sen(1/z) ¢ limitata; la parte principale di 1 — cosx ¢ 2%/2 e il
limite € 0. Per il secondo limite:

lim senz3/2 —log(1 + 22) + z/x — im senz®/? +x\x 3/
20+ arctg x3/2 4 22 z—0+ x3/2 arctg x3/2

Per il terzo: per x — —oo il numeratore e limitato e il denominatore tende a +o0o per cui la funzione tende

a 0. Invece

lim log(1+2e”) lim log(e”) +log(e™ ™ +2)) )
z—to0 /1 4 2 T—r+00 xy/1+1/2?

e esistono i limiti a +00 e a —oo ma non quello per x — co.

Calcolare il limite -
lim (1—2)tg(=x).

rx—1— 2
Soluzione: Cambiamento di variabile: z =1 —¢
sin(Z —Z¢
T—1— 2 t—0+ 2 2 50+ coS (% -z t)
cos(Zt Tt 9 9
= lim ¢ (39 _ lim cos(zt)—2—= = =
t—0t+ Sen(% t) t—0t Sen(g t) T T

Calcolare la parte principale rispetto a @ — 7/4 degli infinitesimi

V2 —senx —cosz , log(sen 2x)
Soluzione: La parte principale di v/2 — senz — cosz per & — Tk (33 — %)a seesolose k#£0e
. V2 —senz —cosz . V2-—sen(t+Z)—cos(t+ %)
1 = lim = = lim
z—5 k (([ — %) t—0 kto

— 9 1 — cos
lim \f \fcost ~ lim \/5 cost

0 kte = 5% kto



percuia=2e¢k=1/\2.

La parte principale di logsen(2x) per z — § ¢ k (3[: — 1)a seesolose k#0e

4
Lo iy lEsen@n) oy, lssn(tr5)
=7 k (l’—%) t—0 L to
_pypy logoos(2t) . log (14 (cos(2¢) —1)) cos(2) —1
t—0 kto 50 cos(2t) —1 e
= cos(29) -1 _ lim _1_7605(18
t—0 kto 5—0 k (%)
Per o = 2 si ha
1 1—0055_1 l—coss 11 2
T T 25k

e quindi k = —2.



